Sur le lemme fondamental pour les groupes unitaires 



par Gérard Laumon* 



Dans [1], Goresky, Kottwitz et MacPherson formulent une conjecture de pureté pour 
les fibres de Springer affines. En admettant cette conjecture, ils démontrent un analogue 
géométrique du lemme fondamental de Langlands et Shelstad pour un groupe réductif G 
sur un corps local non archimédien F d'égales caractéristiques, en se limitant cependant 
aux éléments réguliers semi-simples de G qui sont contenus dans une tore maximal non 
ramifié. 

Dans cette note, nous déduisons de cette même conjecture de pureté pour les fibres 
de Springer affines de GL(?t,) un analogue géométrique du lemme fondamental pour les 
groupes unitaires sur F, sans restriction sur l'élément régulier semi-simple. 

Bien entendu, comme dans [1] , il n'est pas difficile de déduire de cet énoncé géométrique 
le lemme fondamental arithmétique pour les groupes unitaires sur F par une application 
directe de la formule des points fixes de Grothendieck-Lefschetz (cf. [2] 1.3). 

Notre approche est en partie inspirée par celle de Goresky, Kottwitz et MacPherson, 
en particulier en ce qui concerne l'usage de la cohomologie équivariante. Elle en diffère 
cependant sur un point : nous faisons un usage essentiel du lien entre fibres de Springer 
et jacobiennes compactifiées développé dans [2]. 

Je remercie J.-B. Bost, M. Brion, L. Illusie, F. Loeser, B.C. Ngô, M. Raynaud et J.-L. Waldspurger pour 
l'aide qu'ils m'ont apportée durant la préparation de ce travail. 

1. Lemme fondamental géométrique 

Soit k un corps algébriquement clos. On considère une famille finie {Ei)i^i d'extensions 
finies séparables de F = k{{zuF)), munies d'uniformisantes we^ G Oe- C Ei, et un 
élément 

7/ = (7^)^6/ e We^Oe, C 0^, = Oe, C Ej = ^ E, 

iei iei iei 

tel que Ei = Fl'ji] pour chaque i E I et que les polynômes (unitaires) minimaux 
Pi{x) e OF[a^] des 7^ soient deux à deux distincts. 

Pour chaque partie J de /, on appelle fibre de Springer affine en ■jj = {'^i)ieJ et on 
note Xj le /c-schéma des Oi?-réseaux M C Ej tels que 7jM C M. 

Le groupe Aj = Z"^ agit sur Xj par 

■ M = {w-^%ejM. 
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Le groupe des composantes connexes de Xj est le quotient Z'^ ^ Z, A i-^ 'YlieJ ®^ 
a Xj = Uaez^j = ^ X X". Le tore Tj = G;^^^ agit sur Xj via l'inclusion {k'^Y C 

Comme l'ont remarqué Goresky, Kottwitz et MacPherson [1], la conjecture suivante 
joue un rôle central dans l'étude de la cohomologie des fibres de Springer affines Xj. 

Conjecture 1.1 (Goresky, Kottwitz et MacPherson). — Pour toute théorie coho- 
mologique de Weil, toute partie J de I et tout entier n, le n-ème groupe de cohomologie 
de Xj est pur de poids n. 

Cette conjecture est établie dans les cas « quasi- homogènes » . Plus précisément, Lusztig 
et Smelt [3] l'ont démontrée dans le cas où / est réduit à un élément i et où on peut 
choisir les uniformisantes de telle sorte que zup = 'co^. et 7^ = w^^, pour des entiers 
rii^Vi > 1 premiers entre eux; en fait, sous ces hypothèses, Xj — Xf est projectif sur 
k et pavé par des espaces affines standard, de sorte que sa cohomologie £-adique est 
même concentrée en degrés pairs. Waldpurger, puis Goresky, Kottwitz et MacPherson, 
ont étendu ce résultat de Lusztig et Smelt au cas où, pour des choix convenables des 
uniformisantes, il existe des entiers n,v > 1 premiers entre eux et une famille 
d'éléments de k deux à deux distincts tels que wp = et 7^ = ii^'^^ pour tout z G /. 

Le quotient Zj de Xj par l'action de Aj, o\\ ce qui revient au même de X^ par l'action 
du noyau Aj de l'épimorphisme Z"^ -» Z ci-dessus, est un /c-schéma projectif connexe de 
dimension 

5j = àiuVk{0Ej/0F[lj]). 

Fixons une partition non triviale / = /i H /2, ou ce qui revient au même le caractère 
« : A° ^ {±1}, A ^ (-1)5^*6^1 = (-l)Sie^2 ^\ 

Fixons aussi un nombre premier £ distinct de la caractéristique de k. 

On a alors un système local ^-adique £. de rang 1 sur Zj défini par le revêtement 
étale galoisien Xj — > Zj et le caractère k, de son groupe de Galois Aj. On a aussi une 
immersion fermée 

Xi-^ X k Xj^ ^ Xj 

qui envoie le couple de 0^-réseaux (Mi C i?7^,M2 C Ej^) sur le Op-réseau M = 
Ml ©M2 C Ej. Par passage au quotient par A/ = A/^ x A/^, on en déduit une immersion 
fermée 

Z/j Xfc Zi^ ^ Zi 

de codimension 

r = 5/ - ((^/i + (^/J = rij 

où r^j = dimk{OF[x]/{P^{x),PJ{x)) > 1. 

Si Zj et Z/j Xfe Zj^ étaient lisses sur k, on aurait un morphisme de Gysin 



RT{Zi^ Xk Zi^,Qi)[-2r]{-r) ^ RT{Zi,Qi), 
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mais ce n'est pas du tout le cas. 

La conjecture suivante, formulée par Kottwitz, dit essentiellement que, malgré les 
singularités, on a quand même un morphisme de Gysin pour cette immersion fermée, 
morphisme qui est en fait un isomorphisme. Le système £ semble y jouer le rôle d'un 
faisceau d'orientation. 

Conjecture 1.2 (Lemme fondamental géométrique). — Il existe un isomorphisme 
canonique 

H'-^^{Zi^ Xk Z,,,Q,)(-r) ^ H'{Zi,L). 

On se propose d'esquisser dans cette note une démonstration du théorème suivant : 
Théorème 1.3. — La conjecture 1.1 implique la conjecture 1.2. 

2. Globalisation et déformation (cf. [2]) 
Soit 

A = k[[wp]][x]/{Pj{x)) 

oii pour toute partie J de /, on a noté Pj{x) = YiieJ ^i(^)- Alors Spf(^) est un germe 
formel de courbe plane réduite dont l'ensemble des branches irréductibles est indexé par 
/ (on rappelle que les Pi{x) G (wfjx) C /c[[tî7i?]][a;] sont irréductibles et deux à deux 
premiers entre eux). 

On s'est donné une partition non triviale I = IiJI I2. On pose 

Aa = k[[uJF]][x]/iPiM), V« = 1,2. 

L'entier r du lemme fondamental est le nombre d'intersection des germes formels de 
courbes Spf (Ai) et Spf (^2) tracées sur le germe formel de surface Spf (/c[[tî7F, x]]), germes 
de courbes dont la réunion est Spf(A). 

On note S = Spec{k[[z]]) «le» trait strictement hensélien d'égales caractéristiques de 
corps résiduel k. On note s et r] les points fermé et générique de S, et on choisit un point 
géométrique localisé en t] dont on note K le corps résiduel. 

Proposition 2.1. — Il existe un morphisme de schémas C ^ S ayant les propriétés 
suivantes : 

- C ^ S est projectif et plat, à fibres géométriques intègres et de dimension 1, de 
sorte que le lieu singulier D G C de C ^ S est fini sur S ; 

- la fibre spéciale réduite de D ^ S est constituée d'un seul point fermé c de Cs et la 
fibre générique géométrique réduite de D ^ S est constituée de deux points fermés 
ci,C2 rationnels sur K{rj) et de r points fermés {dij^p)i^i^^j£i^^p=\^___^rij i 

- le complété de l'anneau local de Cs en c est isomorphe à A, 

- le complété de l'anneau local de Crf en Cq, est isomorphe à K<S)kAa ; 
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- la courbe C^j a une singularité quadratique ordinaire en chacun des points dij^p ; 

- C admet une normalisation en famille par la droite projective standard sur S, 

telle que oo{S) fl i'~^{D) = où oo : — > Pg est la section infinie [ : Pg — > C 
est donc la normalisation de la surface S, et les morphismes i/g : P^ ^ Cs et 
i^rj '■ Crf sont les normalisations des fibres spéciale et générique géométrique 

deC ^ S] ; 

- le morphisme v admet la factorisation 

P^ ^ C" ^ C, 

en morphismes finis birationnels, où C'g n'a comme seules singularités que deux 
points c'i et c'2 en lesquels les complétés des anneaux locaux de Cs sont Ai et A2, 
où : P^ — > C'g est la normalisation de C'^, où 

et où Crf est la normalisation des seules singularités quadratiques ordinaires dij^p 

de Crf. 

Preuve : Nous nous contenterons ici de construire C" — > C en laissant au lecteur le 
soin de vérifier les propriétés annoncées. 

On construit tout d'abord comme dans la proposition 2.1.1 de [2] une courbe C'g sur 
k ayant les propriétés suivantes : 

- C'g est intègre et projective sur k ; 

- C'g n'a comme seules singularités que deux points fermés c'^ g et c'2 g, points en 
lesquels les complétés des anneaux locaux de C'g sont respectivement Ai et A2 ; 

- C'g est normalisée par la droite projective standard P^, et le morphisme de 
normalisation : P^ — > C'g envoie le point à l'infini de P^ sur un point de oog G C'g 
qui est distinct de c'i g et c'2 g, et donc dans l'ouvert de lissité de C'g. 

On considère la déformation formelle constante 

¥l^d' = SXkC'g^S = Spî{k[[z]]) 

de v'g : P^ — > Cg. Le S'-schéma formel ^-adique C est réunion de deux cartes affines, à 
savoir la restriction W = Spf (S') de C' à l'ouvert U' = C'g - {00 J de C'g = (C')red et la 
restriction V de Ô' à l'ouvert V = C'g - {c^ 4,,} C C'g. 
On déforme ensuite la normalisation partielle 



A = k[[wF]][x]/{Pi{x)) 

C k[[wF]][x]/iPi,ix)) X k[[wF]][x]/iPi,ix)) = AiXA2 = A' 
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en 

A = k[[z,WF]][x]/{Pi,{x))Pi,{x - z)) 

^ k[[z,WF]][x]/{Pi,{x)) X k[[z,WF]][x]{Pi,{x)) = Al X A2 = A' 

où cette dernière flèche envoie la classe de f{z,WF,x) sur le couple formé de la classe 
de f{z, tup, x) et de celle de f{z, tup, x + z). Par définition de C, Aa est le complété de 
l'anneau local en de C', ou ce qui revient au même de It'. 
On forme alors la A; [[2;]] -algèbre z-adique produit fibré 

'B^Axa' s'. 

La A;-algèbre réduite B = A x a' B' de est intègre et de type finie sur k; la projection 
canonique B B' est un morphisme de normalisation partielle. 

On vérifie que U — Spf(B) est formellement lisse sur S en dehors d'un unique point 
singulier G C/ = Ured = Spec(i?) et que le complété formel de l'anneau local de U en 
Cs n'est autre que A. Le morphisme U' — > IC (défini par la projection canonique !B — > "B') 
induit un isomorphisme de la restriction de U' à l'ouvert U' — {c'i g,C2 g} C U' sur la 
restriction de U à l'ouvert U — {cg} de U. 

On construit alors une courbe formelle ^-adique C au dessus de S en recollant U et 
V le long de leur ouvert commun 

"^lu-ic} - '^'\u'-{c[^,c'^ J = '\^V'-{ooJ, 
soit en d'autres termes comme la somme amalgamée 

d = Spf (yi) nspf(yio d'. 

On définit enfin C ^ C comme une algébrisation du morphisme canonique C — > C. 
La fibre spéciale de C — > 5 est la courbe obtenue en recollant U et V le long de 
leur ouvert commun U — {cg} = U' — {c[ g, 02 ^} = V' — {oog} et n'est autre qu'une des 
courbes construites dans la proposition 2.1.1 de [2]. 

□ 

L'image inverse de D dans P5 contient une famille (ci)^^/ de sections constantes 
deux à deux distinctes telles que : 

- Ci (.s) corresponde à la branche {Pi{x) = 0} de la singularité de Cg en c pour chaque 

i e /, 

- Ci{fj) corresponde à la branche {Pi{x) = 0} de la singularité de C-^ en Cq, pour 
chaque i E loi et a — 1,2. 

La fibre générique géométrique de D contient en outre une famille 
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de points fermés deux à deux distincts tels que : 

- d'^j p et d'I^ p correspondent aux deux branches de la singularité quadratique ordinaire 
de Crf en dij^p pour tous i G Ii, j G /2 et p = 1, . . . , r^j, 

- d[j p et d'ij p se spécialisent en Cj(s) et Cj{s) respectivement, quels que soient i G /i, 
j e het p = l,...,rij. 

Soient alors P — > 5" et (7 ; P ^ S* les 5'-scliémas de Picard et de Picard compactifié 
relatifs de C ^ S. On sait que P = Z x P° 011 P° est un S'-schéma affine lisse en 
groupes commutatifs, que P = Z x P° où P° est un S'-schéma projectif et plat, à fibres 
géométriquement intègres et localement d'intersection complète, qui contient P° comme 
un ouvert dense, et que l'action par translation de P sur lui-même se prolonge en une 
action de P sur P compatible en un sens évident avec l'action par translation de Z sur 
lui-même. 

Le tore maximal Ts de la jacobienne P° de Cs est canoniquement isomorphe à 
G^ g/Gra,s et le tore maximal Tff de la jacobienne P^ de est canoniquement isomorphe 

à 

ieii 

De plus, le tore maximal Ts C P° se relève en un sous-tore 

T = <,5/Gm,5 C P° 

dont la fibre générale 

ieii 

est définie par l'inclusion 

{ui)iei ^ {{vi,i)ieh,{v2,i)iei2, (^^p' ^^i,p)^e/i,i€/2,P=i,...,n,.) 

où Va,i — Ui pour tout i G /« et q; = 1, 2, et où w'^^ p = Ui et w'I^ p = uj pour tous i E Ii, 
j & I2 et p = 1, . . . ,rij. (On rappelle que les r^j sont > 1.) 

Par auto-dualité (partielle) des jacobiennes compactifiées, on a : 

- un revêtement étale galoisien Tg-équivariant ng : Pg Pg de groupe de Galois 
le groupe X*{Ts) des caractères de Tg, c'est-à-dire le noyau du morphisme somme 
Z^ ^ Z, 

- un revêtement étale galoisien T^équivariant tttj : P^ Pj^ de groupe de Galois le 
groupe X*{Tjf) des caractères de T^, c'est-à-dire 

X*{frj) = Ker(Z^i ^ Z) x Ker(Z^2 ^ Z) x (Ker(Z2 ^ Z))''^% 

i€li 

jei2 
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- un revêtement étale galoisien T-équi variant tt : P'' — P de groupe de Galois 
X*{T) = X*{Ts), dont la fibre spéciale est TTg : P'^ Pg et dont la fibre générale 

TT^ : — > P^ est le quotient du revêtement tt^ : P^ — > Prj correspondant au 
quotient 

X*(f^) = Ker(Z^i ^ Z) x Ker(Z^2 ^ 2) ^ J]^ (Ker(Z2 ^ Z))'^'^' 

Keï{Z^ ^ Z) = X*{Tr}) = X*{T) 
du groupe de Galois, quotient qui s'écrit concrètement 

où 

Ai = Xi,i f^ij,p^ ^i^h, et Xj = Aaj + XI ZI ^'kp^ ^ ^2- 

On note F le /c-schéma localement de type fini obtenu en prenant Z copies de la droite 
projective standard sur k et en identifiant le point à l'infini de la n-ème copie avec 
l'origine de la (n + l)-ème. Le groupe Z agit proprement et librement par translation sur 
V et le quotient de V par cette action est la cubique plane à point double ordinaire W 
obtenue en identifiant l'origine et le point à l'infini dans P^. On vérifie que Z x V est la 
fibre de Springer affine formée des OF-réseaux N G F Q) F tels que {wp, —vjf)N C A^. 

Le revêtement étale galoisien V ^ W = V/'L de groupe de Galois Z est Gin,fe- 
équivariant pour les actions induites par l'action standard de Gin,fc sur P^. On a 

yGrn.fc = 2 X Spec(A;) 

et 

^G^.fc = Spec(fc) 

(les points fixes sont les points doubles de V et W). 

Lemme 2.2. — Le revêtement étale galoisien P^'^ P^ de groupe de Galois X*{T) est 
homéomorphe de manière équivariante sous Tg = Î7/Gm,fc revêtement étale galoisien 
X^^ Zi = X^/A? de groupe de Galois A? ^ X*{T). 

Le revêtement tt^ : P^'° — > P^ de groupe de Galois X*{Tjj) est homéomorphe de 
manière équivariante sous 

au revêtement 

K ®fe {Xl Xk X° XkV^Zi.XkZi.Xk W) 
de groupe de Galois A?^ x A°^ x ^ X*{fjf). 
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Preuve : On rappelle qu'il revient au même de se donner un Oc^ -Module cohérent sans 
torsion de rang générique 1, muni d'une trivialisation sur Cs — {c}, ou de se donner un 
ÛF-réseau M <Z Ej tel que 77M C M. 

De même, il est équivalent de se donner un Oc--Modulc cohérent sans torsion de rang 
générique 1, muni d'une trivialisation sur C-^— {ci, C2, ((iij,p)iG/ije72,p=iv,nj}' 
donner un uplet de 0_F-réseaiix 

(Ml C Ei^,M2 C El,, {Nij^p C F e F)^^^,,,^^,,^^!,...,,,.) 

tels que 7/,Mi C Mi, 77,M2 C M2 et {wp, -WF)Nij^p C iVy,p. 

□ 

Restreignons nous à partir de maintenant à l'action du sous-tore 

(et donc du sous-tore 'Grn,K C Tjf C Tjf), où l'isomorphisme de gauche envoie u sur la 
classe de (w, 1) et où le monomorphisme de droite envoie la classe (ui, «2) sur celle de 
{ti)i^i avec ti — Uot quel que soient z G /q et a = 1, 2. 
On a donc : 

- une action de Gm,5 sur P, 

- un revêtement Gin,s-équi variant tt : P'' — > P de groupe de Galois X*{T), 

- un revêtement Gm,K-équi variant tt^ : P^ P^ de groupe de Galois X*(T^), 

- une identification de tt^ comme le quotient de ttjj correspondant à un épimorphisme 
X*i^)^X*{Tjj). 

Lemme 2.3. — Le lieu des points fixes (pO)'^m,s po ppy^^ l'action du sous-tore Gm,s 
ci-dessus est S -homéomorphe à 

S Xfc (Zi^ Xfc ZjJ 

et les immersion fermées (pO)'^m,s po (p^^'^m,^ ^ po correspondantes sont 
homéomorphes aux immersions fermées 

Zi, XkZi,^ Zi et K (Zi, Xk Zj, Xk (Spec(A;) ^ W)) 

respectivement, où Spec(A;) "-^ est le r-uplet dont toutes les composantes sont le point 
double de W. 

Le lieu des points fixes (ptl.o~)Gm,s p\\,o ppy^^ l'action du sous-tore Gm,s ci-dessus 
est S -homéomorphe à 

5 Xfc U {X^^ Xfc X,-^) = 5 Xfc (Z X {Xl Xfc XD). 
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et les immersion fermées (^P^^'O)'^^.^ <— > P^-O et (^p^'^^^m,r, >. p^'^ correspondantes sont 
homéomorphes aux immersions fermées 

et 

K ®k (^?, Xfc Xfc (Z X Spec(fc) (l/7Ker(Z'^ ^ Z)))) 

respectivement, où / Ker(Z'' ^ Z) est /e revêtement étale galoisien de de groupe 
de Galois Z qui est le quotient du revêtement étale galoisien — >• correspondant au 
quotient 77 Z, {Xp)p=i,...,r ^ Sp=i -^p? ^^'^ groupe de Galois, et oùZx Spec(A;) ^ 
(y^/Ker(Z^ — > Z)) est ie Zieti oîes points fixes sous l'action diagonale de Gin,k- 

L'immersion fermée (pi-'^)*^-".^ c P^'^ du lieu des points fixes pour l'action du sous- 
tore Gm,^ ci- dessus est homéomorphe à 

K ®fe (X"^ Xk Xl Xkill X Spec(/c) ^ V^)) 

où 71 X Spec(A;) ^ est le lieu des points fixes sous l'action diagonale de Gm,fc- 

□ 

Preuve : Le ferme des points fixes P'^^.s p admet la description suivante. On 
considère la normalisation partielle intermédiaire 

de la proposition 2.1. Alors, l'opération d'image directe pour les Oc' -Modules sans torsion 
de rang générique 1 par le morphisme fini birationnel C ^ C définit un S'-morphisme 
t : P' — P du ^'-schéma de Picard compactifié P' de C dans P, et l'image de t est 
précisément P De plus, i est un homéomorphisme sur son image. 

Maintenant P' est isomorphe k S x^ P'g, tg '■ (P's)^ — -Pf est homéomorphe à 
-^/i Xfc ^ Zi et Lrf : (-P^)° P^ est homéomorphe à K<^k {Zi^ XkZj^ Xfc (Spec(A;) ^ 

□ 

3. Spécialisation en homologie équivariante 

Considérons un S'-schéma f : X ^ S muni d'une action du tore T = GJ^ ^ et d'une 
action libre d'un Z-module libre de rang fini A, qui commute à celle de T, X étant réunion 
filtrante croissante d'une famille de fermés qui sont propres sur S et stables sous T. 

En pratique, X sera notre P^ muni de l'action de X*(T) et, si nécessaire, on se limitera 
à ce cas. 
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Pour travailler avec des modules du type Q^[A] plutôt qu'avec des modules du type 
Q^^, on «dualise» la cohomologie £-adique T-équi variante et on utilise donc l'homologie 
£-adique T-équivariante. 

On rappelle que l'homologie équivariante 

Hj{Spec{k),Qe) 

du point est un module gradué sur la cohomologie équivariante H*{Spec{k),Q£) = 
Qe[Si, . . . ,5m], module qui est isomorphe à Qe[ti, . . . ,tm] avec deg(t^) = 2 sur lequel 

les (5p agissent comme des dérivations normalisées par Sfj,{t^') = Sfj,^^', et donc sur lequel 
QilSi, . . . , ôm] agit comme un anneau d'opérateurs différentiels à coefficients constants. 
On a des Q^fA] [ôi, . . . , ô^]-modules 

Hj{Xs,Qe) = lunRomQ^{H^{Xn,s,Qi),Qe) 

n 

et 

Hj{Xrf,Qi) = lmiiîomQ^{H^{Xr,,rj,Qi),Qi)- 
n 

Proposition 3.1. — On a un carré commutatif canonique 



HliXlQ,) . HJ{XJ,Q,) 



Hj{Xrj,Qi) > Hj{X,,Qi) 

de Qi[A][Si, . . . , Sm]-fnodules gradués, où les flèches horizontales sont les flèches de 
spécialisation pour le S-schéma des points fixes X^ et X , et où les flèches verticales 
sont les flèches de restriction au fermé X'^ C X . 

Pour démontrer la proposition, nous aurons besoin du lemme suivant : 

Lemme 3.2. — Notons [S/T] le S-champ algébrique quotient de S par l'action de T et 
e : [S/T] S son morphisme structural. 

Pour tout objet K de D^{\S/T],<Q^(), la formation de Re<t:K commute a tout change- 
ment de base S' ^ S. 

En particulier, on a une flèche de spécialisation en cohomologie £-adique T-équiva- 
riante 
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Preuve : Il suffit de démontrer le lemme pour tout objet K de Dp \[S/T],Q£) quel 
que soient les entiers a <b. 

Pour simplifier, nous nous limiterons au cas où T = Gm,k- Soient p : — > [S/T] 
le morphisme représentable induit par passage au quotient du morphisme structural 
A^"*""*" — 0(5') S, où : S ^ ^s~^^ 1^ section nulle. Le morphisme p est 
imiversellement 2A^-acyclique. Par suite, si G D^^'^\[S/T],Qi) et si 2A'" > b — a, 
la flèche d'adjonction K — > Rp^p*K induit un isomorphisme 

K ^ T<i,Rp^p*K, 

et donc un isomorphisme 

T<bRe*K T<bR£*T<bRp*p* K = T<bRi^*Rp*p*K. 

Or la projection canonique e o p : F g S est propre et le morphisme p est lisse, de 
sorte que la formation de Re^Rp^p* K commute à tout changement de base. □ 

Preuve de la proposition : Comme chaque f„ = f\Xn : Xn — > S est un S'-schéma 
propre, la formation de Rfn,*Q.i,x commute à tout changement de base S' ^ S et on 
peut appliquer le lemme 3.2 k K = -R/„ h<Q^,[x„/t] oii on a noté 

7, : [XJT] [S/T] 

le morphisme représentable et propre induit par /„. En particulier, on a une fièche de 
spécialisation en cohomologie £-adique T-équivariante 

RrT{Xr,,s. Qe) ^ RrT{Xn,jj, Qe). 
et un carré commutatif de Q^[A][ôi, . . . , ô^] -modules gradués 

H^{Xn,s,Q£) ^ H^{Xn^rî,Q£) 

où les fièches horizontales sont les fièches de spécialisation pour Xn et le ^-schéma des 
points fixes et où les flèches verticales sont les flèches de restriction au fermé X^ C X. 
D'où la conclusion par passage à la limite inductive sur n. 

□ 

4. Un calcul d'homologie équivariante 

On se propose de calculer l'homologie £-adique Gni,fc-équi variante de la chaîne de 
droites projectives à la puissance r-ème pour l'action diagonale de Gm,k C j^. On 
a déjà remarqué que 

(yr^)G^,fe ^ ^v'^f^^,^ ^ Z'^ X Spec(/c). 
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Lemme 4.1. — La flèche de restriction 
est surjective et a pour noyau 

d=0 flc[l,r] peR 
\R\=r-d 

OÙ [l,r] = {l,...,r}, où \R\ est le cardinal de R et où Tp est le p-èm,e élément de 
la base canonique de U , vu comme un élément de Q^fZ^], de sorte que Q^[Z'~] = 
Q4ti,...,t^, (ti---t^)-^]. 
Par suite, on a 

r-1 

en tant que Qi[Z'^] -module gradué, où 

Ad= U {(ti,...,t,) |Tp = l, Vpei?}cG^,Q^ = Spec(Q,[zn) 

flC[l,r] 
\R\=r-d 

et où Qi{Ad) est le Qi[Z'^]-module des fonctions régulières sur Qi-schéma A^. 

Preuve : Commençons par calculer l'homologie £-adique Gm,fc-équi variante d'une copie 
V de la chaîne de droites projectives. Comme V est réunion croissante de fc-schémas 
projectifs à cohomologie £-adique pure, sur lesquels Gm,A: agit avec un nombre fini de 
points fixes et un nombre fini d'orbites de dimension 1, la flèche de restriction 

Qi[Z][t] = Hf->'{Specik) X Z,Qi) ^ Hf-'''{V,Qi). 

est surjective et on peut calculer H, p^j- méthode de Goresky, Kottwitz et 

MacPherson (calcul qu'ils ont d'ailleurs fait dans [1]). On trouve que 

Hf-^'iV, Qe) = Qim[t]/{1 - T)Qi[Z] 

en tant que Q^[Z] [5] -module, et donc que 

Hf-''{V,Qe)^Qi®tQe[Z][t] 

en tant que Q^[Z] -module, où : 
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- T est le générateur 1 e Z vu comme élément de Q^fZ], de sorte que Q^[Z] = 

- C Qi[Z][t] est le noyau de 5, 

- dans la deuxième égalité, le facteur direct est vu comme Q^[Z] -Module via 
l'homomorphisme Qe[Z] — > qui envoie r sur 1. 

En passant à la puissance tensorielle r-ème (sur Q^), on voit à l'aide de la formule de 
Kiinneth que la flèche de restriction 

Qenti, ...,tr]= iï?-''=((V'^)«-sQ,) ^ hT-\V',Q,) 
est aussi surjective et que 

r 

jjK.,. ^yr^ ^ Q^j^r] [^^^ _ _ _ ^ ^^y J^il - Tp)Qi[Z'^] [h, . . . ,tp, . . . , U]. 

p=l 

Comme la cohomologie £-adique de est pure, la flèche de restriction 

est surjective et n'est autre que la partie de la flèche de restriction en cohomologie GJ^- 
équivariante annulée par le noyau de l'épimorphisme 

Qi[5i,...,5r] ^Q£[5], 5p^ô, Vp= 1, ...,r, 

avec en particulier 

Q^) = Qen] Qintu ...,tr] = q^)- 

t ^ ti + • ■ • + tr 

Le noyau de la flèche de restriction Qi[Z'^][t] = iïf ((V"^)'^-.S Q^) ^ H^'^-" {V' , Qe) 
est donc formé des polynômes P{t) G Q^[Z'^][t] tels que 

r 

P{h + --- + tr) e ^(l-Tp)Q4Zn[tl,...,îp,...,tr] 

c'est-à-dire des polynômes 

r-l 

^W = 0Pd(ri,...,r,)t'^ 

d=0 
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Pd{ri,...,Tr) e Pi ^{l-Tp)Qi[Ti,...,Tr,{Ti---Tr) 

RC[l,r] p&R 
\R\=r-d 

Par suite, on a 



r-l 

iï«-'=(F^Q,) = Q,[Zn[t]/0( fl ^(l-T,)Q,[Z^])t^ 

d=0 iîc[l,r] pe-R 
|i^|=^-d 



en tant que Q^[Z'"] [5] -module, et donc 



r-l 
d=0 



en tant que Q^[Z'']-module, d'où le lemme. 

□ 



5. Homologie équi variante des fibres de Springer 

Pour calculer la cohomologie H*{Zi,L) qui intervient dans le lemme fondamental 
géométrique, on suit la méthode proposée par Goresky, Kottwitz et MacPherson, et on 
commence par étudier l'homologie équivariante 

pour l'action du sous-tore défini par la partition /i II /2, 

OÙ = tt si z e /i et = 1 si z e 12- _ 

On considère pour cela le diagramme commutatif de Q^[X*(T^)] [5] -modules gradués 
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OÙ les flèches horizontales de gauche sont les flèches de restriction par le morphisme 

pl'° et le morphisme correspondant entre les fermés des points flxes sous Gm,^, 
où les flèches horizontales de droites sont les flèches de spécialisation introduites dans la 
section 3 pour le (S-schéma P'''^, où les flèches verticales sont les flèches de restriction aux 
fermes des points flxes sous et où Q^[X*(T^)] agit à travers son quotient Qi[X*{T)] 
sur les deuxième et troisième colonnes. 

Compte tenu des lemmes 2.2 et 2.3, du fait que la cohomologie £-adique est insensible 
aux homéomorphismes et aux changements de corps de base algébriquement clos, et de 
la formule de Kùnneth, le carré extérieur du diagramme ci-dessus se récrit 

H. {X^ X k Xl , Q,) [Z-] [t] > H, {Xl X k Xl , Q,) [Z] [t] 



où la flèche verticale de gauche est le produit tensoriel par H,{Xj_^ x^ Xj^jQi) de la 
flèche de restriction 

du lemme 4.1, où la flèche horizontale du haut est l'épimorphisme induit par le morphisme 
somme ^ Z et où la flèche verticale de droite est la flèche de restriction 

Xfc ,Q,)[Z][t] = iï^-'=((XO)«-.SQ,) ^ Hf-^iXlQ,). 

D'après le lemme 4.1, la flèche verticale de gauche du carré (*) est surjective et a pour 
noyau 

= 0(0 J2(^-r,)H.{Xl XkXl,QiW]y' 

d=0 R(Z[l,r] pER 
\R\=r-d 

(lH.{Xl XfcX°^,Q,)[Zn[t]. 

Lemme 5.1. — L'image 

Nr,,,cH.{Xl XkXl,Qe)[m] 
de N^^, par la flèche horizontale du haut du carré (*) est égale à 

r-l 



^v,» = 0(1 - rp^H.iXl Xk Xl,Q,)[Z]t' 



d=0 
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Preuve : L'épimorphisme Q^[Z'~] Q^[Z] donné par la somme — >■ Z n'est autre que 

Qe[Ti,...,Tr,{Ti---Tr)~'^) ^Q^[t,T"^], Tp ^ T, Vp= l,...,r. 

On raisonne alors en terme de schémas affines sur plutôt que de Q^-algèbres. Pour 
chaque entier d > 0, le fermé de défini par l'idéal 

fl J](l-r,)Q,[Zn 

Rc[l,r] p€R 
\R\=r-d 

est la réunion sur les i? C [l,r] tels que \R\ = r — d des fermés 

{(ti,.. .,Tj.) I Tp = 1, Vp e R}. 
L'intersection de cette réunion de fermés avec la diagonale 

Tp = r, Vp = 1, . . . ,r, 
est donc le point r = 1 compté avec multiplicité (^,1^) = (^) • 

□ 

Proposition 5.2. — Le noyau Ng^, de la flèche de restriction 

H.iXl XkXl,Qi)[Z][t]=H:--'{{X'}f-'\Qi)^H^-''{XlQ,) 
est borné inférieurement par 

r-l 

^{l-rf.)H.{Xl XkXl,Q,)[Z]t''GNg,.GH.{Xl X"^, Q,) [Z] [t]. 
Preuve : On a 

Nrj,. C iV,,. c XkXl,Qi)[Z][t] 
puisque le carré (*) est commutatif. 

□ 

Nous supposerons dans la suite que la conjecture de pureté 1.1 est vérifiée. Alors, la 
fièche de restriction en homologie £-adique Gm^fe-équivariante 

H.{Xl XkX%,Qe)[Z][t] = iïf-'=((xO)«-SQ,) ^ iïf-'=(X°,Q,) 

est surjective. Pour calculer H,'^''' {Xj ,Q£), il suffit donc de calculer Ng^». 

6. Le cas particulier |/| = 2 

Supposons dans cette section que / = {i,j} et que Ii = {i} et I2 = {j}- Dans ce cas, 
X^^ = Zi et Xj^ = Zj sont des /c-schémas projectifs. 
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Proposition 6.1. — Supposons que la conjecture de pureté 1.1 est vérifiée. Alors le 
noyau Ng,, est borné inférieurement et supérieurement par 

r—1 r—1 

0(1 -T)(S)iy.(Z, Xk ^i,Q,)[Z]t^ c iV,,. c 0if.(Z, Xfc Z„Q,)[Z]t'^ 

dansH,{Zi Xk Zj,Qi)[Z][t] 

On remarquera que le quotient de la borne supérieure par la borne inférieure est un 



[Z] -module de torsion tué par une puissance de 1 — r qui ne dépend que de r. 
Preuve : Notons D le rang total du Q^-espace vectoriel 

Le O/fZl-module 



r-l 

0(i-T)(S)iy.(Zi XfeZ,-,Q^)[z]t^ 

est libre de rang rD et on a 

r—1 r—1 



0(1 -T)(S)iï.(Z, Xk Zj,Qe)[Z]t^ c Ns,.C^H.{Zi x^ Zj,Qe)[Z]t'' 

d=0 

+00 

e0iï.(Z, XkZj^QeMt"^. 



d=0 d=0 

+00 



d=r 

Il suffit donc de démontrer que le Q^[Z]-module AT^ , est lui aussi libre de rang rD. 
Comme sous-Q^[Z] -module d'un module libre, Ng^, est sans torsion et il suffit même de 
démontrer qu'il est de type fini et de rang rD. 

Pour tout fc-schéma de type fini a : S ^ Spec(A;), il est commode d'introduire la 
cohomologie équivariante 

où ci : [S/Gm] -B(Gm) est le morphisme de champs induit par a, et l'homologie 
équivariante 

H^-''{S,Qt) = HomQ,(iïa^,,(5,Q,),Q,). 

On se gardera de confondre ces groupes de (co)liomologie avec ceux de la (co)liomologie 
à supports compacts du /c-champ algébrique [S'/Gm] ; on espère que la notation adoptée 
ici ne prête pas à confusion. Ces définitions s'étendent aux /c-schémas localement de type 
fini qui interviennent ici. Avec cette notion d'homologie, on a 
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Pour alléger les notations dans la suite de la démonstration, nous supprimerons l'indice 
s qui ne joue plus aucun rôle, et aussi l'indice k du produit fibré X/- et la référence à 
dans les groupes de (co)liomologie. 

Considérons alors le fibré vectoriel de rang r 

U ^ YliX^ X Xr^) ^Zx{ZiX Zj) 
Aez 

dont la fibre en (Mj C -Ej, Mj C Ej) est l'espace vectoriel 

YLoTc,o^[a,]{Mj,E,/Mi) = Homo^[a.](M,/A(7,)M,-,P,(7i)-iMi/Mi) 

oii X agit sur Ei et Mj par multiplication par 7^ et agit sur Ej et Mj par multiplication 
par 7j, et où les fc-espaces vectoriels Pj{'yi)~^Mi/Mi et Mj/ Pi{'^j)Mj sont tous deux de 
rang r (cf. [4]). 

On a un morphisme bijectif, mais non radiciel, 

qui envoie [Mi, Mj, (f G Homo^[x] (M,-, iJi/Mj)) sur le O^-réseau M G Ej dont la trace 
sur le facteur direct Ei de Ej est Mj et la projection sur le facteur direct Ej de Ej est 
Mj, et qui tel que 

M/Mi C (Si/Mi) e Mj 

soit le graphe de (p. L'application non algébrique Xj — > Z x (Zj x Z^) considérée par 
Kazhdan et Lusztig dans la section 5 de [5] n'est autre que la composée de l'inverse de 
cette bijection et de la projection [/ — > Z x {Zi x Zj). 

Par construction, le fibré vectoriel et le morphisme bijectif ci-dessus sont Aj- 
équi variants. De plus, on a 

(t/ ^ ]J {X^ X X-^)) ^Zx{U'^ZiX Zj) 
Aez 

oii U' est la restriction de C/ à X° x 

On stratifié U' et t/, par le rang de G Homoj,[a;](Mj/Pj(7j)Mj, Pj(7j)-iMj/Mj). On 
obtient une stratification U' = Up=o ^'p parties quasi-projectives sur k et localement 
fermées dans U' , et la stratification C/ = IJp=o(^ ^ ^p) 

On considère alors la partition X^ — Up=o ™age de cette stratification de U par 
le morphisme bijectif U X^ ci-dessus. On a 5'p = Z x 5"^ où 5"^ est l'image de U'p. 

On vérifie que les Sp — ï>x S'^ sont des parties localement fermées de X^ et forment 
une stratification de X^. On vérifie aussi que les stratifications de U et X'j que l'on vient 
d'introduire sont A^-équi variantes. On vérifie en outre que S'p est isomorphe à U'p en tant 
que k-schéma. 
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Le groupe multiplicatif Gm agit par homothéties sur le fibré vectoriel U. On vérifie 
que le morphisme bijectif U — > Xj et les stratifications de U et Xj ci-dessus sont Gm- 
équi variants, et que les strates Uq et Sq sont égales aux fermés U'^'^ et X'^'^ et sont donc 
toutes les deux isomorphes k Z x {Zi x Zj). 

Des stratifications X^ - (X?)^- = Up=i(^ x Sp) et U' - C/'^- = Up=i Uj,, on déduit 
des suites spectrales en homologie £-adique Gm-équivariante 

et 

avec 

Ces suites spectrales sont des suites spectrales de Q£[Z] -modules dont les termes 
communs — sont libres de type fini. On a donc montré que le Q^[Z]-module 
N, — H,^{'^{Xj — (Xj)*^™) est de type fini et que, pour chaque entier w, on a 

5](-l)-rang([iV„]^) = dim([iï«-'^(t/' - U'^-)U), 

n n 

OÙ rang(-) désigne le rang générique d'un Q^[Z]-module de type fini, alors que dim(-) 
désigne la dimension d'un Q^-espace vectoriel, et où [-j-u, désigne la partie de poids w 
d'un groupe de (co)homologie £-adique. 
Or, d'après le lemme 6.2 ci-dessous, on a 

HtJA^' - U""-) = H'{Z, X Z,)[ô]/{ô^ - c,ô^-' + • ■ • + {-Ifcr) 

pour des classes e H'^^{Zi x Zj){d), et donc par division euclidienne, on a un 
isomorphisme canonique de Q^-espaces vectoriels 

r-l 

^g1c(^' - ^"^"") ^^H'^'^'^iZ, X Zj)5'^ 

pour chaque entier n. 

Finallement, la conjecture 1.1 assure que, pour chaque entier n, 

r-l 

iVnC0iîn-2d(^iXZ,)[Z]t'^ 
d=0 

et iïj^f (t/' - t/"^-) sont purs de poids n. 
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On a donc montré que 



rang(iV„) = dim{H^^f{U' - U""-)) = dim(iï„_2d(^i x Z,)) 

d=0 

pour chaque entier n, et donc que 

^rang(iV„) ^ r^dim{Hn-2d{Zi x Zj)) = rD, 

n n 

ce qui termine la preuve de la proposition. □ 

Lemme 6.2. — Soit S un k-schéma connexe projectif et E = V(£) S un fibré 
vectoriel de rang r. Soit E° C E l'ouvert complémentaire de la section nulle, muni de 
son action naturelle de Gm,fc- Alors 

^g!,1,c(^°. Qi) = H' {S, Q,) [ô]/{ô^ - c^{^)5^-' + ■■■+ (-l)'^c.(£)) 



en tant que H*{S,Q(,)[ô]-module gradué. 

Preuve : On a 

i?rG^,„e(i?°,Q^) - RTG^JS,Rp,Rqm 
où on a factorisé la projection canonique E° ^ S en E° F{E) S et oii on a noté 
q : P(£) = [E°/Grr,,k] ^ [P(£)/Gm,fc] et p : [P(£)/G^,fc] ^ les morphismes 

correspondants entre champs quotients. Or on a un triangle distingué 



fe][-2](-l) Qe,[F{£)/G^,k] ^5! 

où la première flèche est le cup-produit par ci(Op(-£)(l)) — S. En effet, on vérifie que la 

première classe de Chern du fibré en droites sur le champ quotient [P(£)/Gm^fc] dont 

le complémentaire de la section nulle est q : P(£) = [E°/Gjn,k] [P(£)/*Gm,fc] est 
précisément ci(0p(£)(l))-5 dans i72^_^(P(£), Q,)(l) =Jf2(p(£)^Q^)(l)®jj0^p^£);Q^)^_ 

Or, on sait que l'on a 

r-l 

I^M = 0iîpf Q^[-2d] = Q,,s[A]/(A" - ci(£)A'"-i + • • • + (-l)'"c,(£)) 

OÙ A est en fait ci(Op(£)(l)). Par suite on a un triangle distingué 

RT{S, Q,)[A, 5]/(A^ - ci(£)A^-i + • • • + (-l)"c,(£)) 

^ RT{S, Q,)[A, S]/iA- - ci(£)A'"-i + • • • + (-l)'"c,(£)) 
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OÙ la première flèche est la multiplication par A — ô, d'où la formule annoncée 

i?rG^,„e(£^°,Q^)[i] = Rr{S,Q,m/{ô' - c^{E)ô'-' + ■■■ + (-i)^c,(£)). 

□ 

7. Le cas général 

Nous allons utiliser la même méthode de réduction au rang 1 que dans [1]. 
Lemme 7.1. — Pour chaque partie J de I , le lieu des points fixes 

ieJ 

est le k-schéma des réseaux M C Ej de la forme M — pour des réseaux 

Mi C Ei tels que ^iMi C Mj. 

La réunion de ce lieu des points fixes et des Tj -orbites de dimension 1 dans Xj est le 
fermé 

C Xj 

réunion sur les sous-ensembles {i,j} G J à deux éléments, des fermés 

xy ^ xf'^^^^^ = Xi, X [ n 

k€J-{i,j} 

où Xij '■ Tj — * Gni,fc e.st le caractère qui envoie {tk)kei ^^"^ ti/tj, fermés formés des 
réseaux M qui se décomposent en M = Mij © ^ keJ pour des réseaux M^j C Eij 

et Mk C Ek tels que lijMij C et ^kMk d M^. 
De plus, on a 

xynxy^Hx, 

□ 

Notons m C Q^[Z^] l'idéal maximal noyau de l'homomorphisme de Q^-algèbre qui 
envoie Tj sur 1 si z G /i et sur — 1 si z G 12- 

Proposition 7.2. — Supposons que la conjecture de pureté 1.1 est vérifiée. Alors on 
a l'inclusion 

Hl!ç^{Xi - {Xi^ XkXi,,Qt))^(lHj^{Xi^ XkXi,,Q,)A n ^^i-^jY'' \ 

lie/ije/2 I 
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entre sous-Q£[Z^]m[{(^i) iei]-i^odules de Hj'{Xi^ X/^, 

Dans cet énoncé, {■)-^ = (■) ®q^[zj] Q^l^^'^jm est la localisation en l'idéal maximal m, et 
on a utilisé la notation de [1] 

M{P} = {meM\Pm= (0)} 

pour tout Qi[{ôi)i^i]-Mo(Me M et tout élément P G Qi[{ôi)i(zi]. 

Preuve : Nous allégerons de nouveau les notations en supprimant l'indice k des produits 
fibrés X /e et la référence à dans les groupes de cohomologie. 
D'après conjecture de pureté 1.1, on a le diagramme commutatif 



Hl^'^{Xj,xXj,-Xp) 



Hj^iXi^xXi^) 



Hl^'^{Xj-Xp) 



où les flèches horizontales sont les flèches de restriction et où toutes les homologies 
considérées sont pures de poids n en chaque degré n d'après la conjecture 1.1. On a 
aussi une suite exacte longue 

HJl','{Xi, X Xi, - Xj') ^ H^^liXi - Xj^) ^ H^lfiXi - {Xi, x 
^Hj"'^{Xi^xXi,-Xj'l 

dont la première flèche est injective et a une source et un but qui sont purs de poids Ti- 
en chaque degré n. Cette suite exacte longue se réduit donc à une suite exacte courte 



^ HJi^^iXi, X Xi, - Xf) ^ H^i'^iXi - X 



rTi,c, 



Hjl.'^iXi-iXi, xXi,))^0 



où tous les termes sont purs de poids n en chaque degré n, et le lemme du serpent nous 
donne alors une suite exacte qui n'est autre que la suite exacte courte 

^ Hj^^^iXi - {Xj^ X XjJ) ^ Hj^iXj^ X Xi^) ^ Hj^iXi) ^ 
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de restriction au fermé Xj^ x Xj^ de Xj. 

Toujours d'après la conjecture de pureté, pour chaque partie J de / on a en outre la 
suite exacte (4.3.1) de [1] 

H^itiXj,, - XjO - Hj^iX^;-') Hj^iXj) ^ ; 
en d'autres termes, la flèche de restriction 

HJi','{Xj,, - XjO ^ Hll',^{Xj - X^^) 

est surjective. 

On a donc un morphisme de suite exactes courtes 

hJ^'^{Xj,,j,,^-XJ') ^ Hl^'^{Xj,^-Xj') H^l'^{Xj,,-Xj,j,,^) 

Hll'^{Xi,xXj,-Xj^) ^ HJl'^{Xj-Xj') ^ hJ^'^{Xj-Xj,xXj,) 

où X/^jj^i = Xi^in{Xi-^ = i-^h,! ^-^i2^)^i-^i'^ ^-^12,1) 6^ où deux premières 

flèches verticales, et par suite aussi la troisième, sont surjectives. 
Comme 

Hj^{Xj^)^Hj^ljJX^)[Z']^H.{Xj^)[{U),ej]^H.{j^^ 

{iJ}CJ 
{hj}CJ 

fe€J-{i,i} 

on a une surjection 



H'^^'^{Xi - Xi^ X 



Soient i G /i et j G /2. En utilisant la proposition 6.1 pour / := on obtient les 

inclusions 

rij-l 

(r, - Tjf-'^^H.iX^ X X°)[Z{^'^>][t, + t,]iU - t,Y 

d=0 



d=Q 
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de sous-Q^fZ't^'-'^j-modules de 

X X°)[Z{^'^>][t,, tj] = H.{Xf X X°)[Z{^'^>][t, + t,-, - tj]. 

Comme l'élément — tj est inversible dans l'anneau local Q^fZ^j^, les inclusions 
ci-dessus donnent, après localisation en m, l'égalité 

kei-{i,j} 

Tij-l 

= © H,iXj')m[itk)kei-{i,j}][ti + tj]{ti - tjY 



d=0 



H.{xj')^[{tk)kei]m-Sjrq. 



En résumé, les diagrammes commutatifs d'inclusions 

n n n 



^7,1 - Xi^j^^i 

n 

X/ — Xj^ X 



C 



n 



Xli,l2,l 

n 



c A/ D X/^ X 



pour z e II et j e /2 induisent un carré commutatif de Q^[Z-'^]„i[(5j)jç7]-modules 



-H'«(-'^J^)m[(^fc)fce/] 



Hj'{Xi,xXi,)r 



où les flèches verticales sont surjectives et où la flèche horizontale du bas est injective. 
Or l'image 



J2 H.{Xj')^[{tk)k€l]{iSi - ôjY^^} c H,iXj')rr,[{tk)k€l] 

ieh 

de la flèche horizontale du haut du carré ci-dessus n'est autre que 



l j€l2 ) 
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d'après le lemme 3.2 de [1]. On a donc un carré commutatif de Q^[Z^]„x[(ôi)iç7]-modules 



l je/2 J 



iïJ;'r(X, - {Xi, X Xi,))^ ^ > Hj^{Xi, X Xi,), 



où les flèches horizontales sont injectives et où les flèches verticales sont surjectives, d'où 
la conclusion. □ 

Passons maintenant à la cohomologie équivariante pour le sous-tore de Tj défini 
par l'inclusion 

^'L,k ^ Ti, {ui, U2) ^ {ti)iei 
où = si i G /q, pour a = 1,2. On a un épimorphisme canonique 

Qim^ei] = iï^,(Spec(fc), Q^) ^ (Spec(/c), Q^) = Qi[di, 82] 

m,k 

qui envoie Si sur da pour tout i G /q, et et = 1, 2, épimorphisme dont le noyau est l'idéal a 
engendré par 5i — 5j pour i,j G /q et a = 1, 2. D'après Goresky, Kottwitz et MacPherson, 
on a 

Hf-''{Xi^ XkXi„Qe)^Hj'{Xi^ xXi„Qe){a} 

et 

Hf-''{Xi,Qe) = Hj'{Xi,Q,){a} 
puisque les cohomologies £-adiques ordinaires de X/^ x ^ Xj^ et Xj sont pures. Par suite, 



on a aussi 



Hf+i'-'^Xi - {Xi^ Xfc X,J, Q,) = H^^'^iXi - {Xi^ Xfc X,J, Q,)m{a} 
puisque l'on sait a priori que la suite 



-.2 



^ - (Xz, Xk Xi,),Qi) ^ Hf-''{Xi,Qi) ^ H^-''{Xj, X Xi„Qe) ^ 

est exacte (on a une suite exacte longue évidente et on utilise la conjecture de pureté 

pour voir que la flèche H, '^'"{Xj, Qi) H, ^'"{Xj^ x Xj^.Qi) est surjective). 

Comme la diagonale de agit trivialement, on peut même remplacer G^ par 

son quotient G^ fc/Gni,fe — 'Gm,k dans ce qui précède sans autres effets que de remplacer 
(ui, U2) par t = ?ii — U2 et 82) par 5 = di — 82- 

On déduit donc de la proposition 7.2 le corollaire : 
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Corollaire 7.3. — Supposons que la conjecture de pureté 1.1 est vérifiée. Alors, on 
a l'inclusion 

H^;^i'''iXi - {Xi^ Xfc XzJ, Q,)^ c H.{Xi^ Xk Xi^,Qi)^[t]{ô'} 

entre sous-Qe[Z%[ô]-modules de Hf^^'^Xi, XfeX7,,Q^)^ = H,{Xi, Xfe X/,, Q^)^[t], où 
on rappelle que r = Y.ieh,jeJ2 ^^i- 

Mettant ensemble les résultats du corollaire 7.3 et de la proposition 5.2, on obtient 
finalement : 

Théorème 7.4. — On a en fait l'égalité 

- {Xi^ Xk Xj^), Qi)m = H.{Xi^ Xk Xi^,Qi)rn[t]{ô-} 

entre sous-Q£['Z^]m[S]-modules de Hu{Xi^ Xk Xi^,Q£)xn[t], de sorte que 

H^-''{Xi,Qi)ra=t^H.{Xi^ XkXi^,Ql)ra[t]. 

□ 

On passe finalement au quotient par A/ comme dans [1] pour obtenir le théorème 1.3. 
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